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Nota: Fiecare problema este notata cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100
puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 (autor Stefania Constantinescu)

Se considera un grup (G,-) si f,g:7Z — G morfisme de la grupul (Z,+) in grupul (G,-) ,cu
proprietatea ca existd doua numere intregi a si b, prime intre ele, astfel incat f (a) =g (a)
sif(b)=g(b). Arataticid f=g.

Detalii rezolvare Barem
asociat
f(kt)= f(t)k si g(kt)= g(z)k , pentru orice numere intregi k si ¢. 10p

Existd numerele intregi p sig cu pa+qb =1, deci kpa+kqb =k , pentru orice

< A 2,5p
numdr intreg k.
S (k)= 1 (kpa-+kab)= f (kpa)- f (kab) = / ()" £ ()" = g(a)"-g(6)" = |
=g(kpa)-g(kgb) = g(kpa+kqb)= g(k), pentru orice intreg &, deci f =g . P
Problema 2 (autor Florin Rotaru, G.M. 6-7-8/2025)
b
a) Fie 0<a <b si o functie derivabild f:[a,b] > R, cujf(x)dx:bf(a)—af(b).
Aratati ¢d existd ¢ € (a,b) cu f'(c)=0.
1
b) Dati un exemplu de functie derivabila /:[-1,1] >R cuff(x)dx =f(-1)+ /(1)
-1
si f'(x)# 0 pentru orice x e[-1,1].
Detalii.rezolvare Barem
asociat
a) Consideram functia g : [a,b] ->R, g(x) = (a+b—x)f(x)+ff(t)dt . Cum
11p
g(b)=ar (b +jf (t)dt = af (b)+bf (a)—af (b)=bf (a) = g(a) si geste
derivabild, din teorema lui Rolle rezulta ca existd ¢ € (a b) cu g'(c)




Cum g'(x)=(a+b-x) f'(x),atunci (a+b—c) f'(c)=0.Dar c<b<a+b,
0

b) Fie f:[—l,l]—)R,f(x)zx.Avem jxdszzf(—1)+f(1)

si f'(x)=1#0 pentru orice xe[-11].

Problema 3 (autor Marian Andronache)

Fie (M,-) un monoid finit cu cel putin doud elemente. Ardtati ca urmatoarele afirmatii sunt

echivalente:

a) existd n € N astfel incat a” #a, oricare ar fi a e M , a # e, unde e este elementul neutru

al monoidului.
b) (M ,-) este grup.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Fie k£ > 2 numarul elementelor lui M .

b)= a) Cum (M) este grup, rezultd cd a" =e, oricare ar fi a € M, deci 10p

a" #a,oricarearfiaeM,a#e.

a) = b) Fie a € M . Cum doui din elementele a,a’,a’,.....a",a"" sunt egale,

existd p,q e N'cu a” =a”", si, inductiv, prin inmultire cu a?, rezulta ca 10

. . A . P

a” =a”"  oricare ar fi r e N. Alegem rastfel incat rq > p . Prin inmultirea

ultimei egalititi cu a’*” obtinem a'? =a”".

Fie b=a".Cum b* =b, rezultd b" =b, deci b=¢.Din a’? =e deducem ci a 25

este simetrizabil, deci (M,-) este grup. P

Problema 4 (autor Marian Andronache)
Fie f:[1,00) = R o functie integrabila pe orice interval [a,b] < [l,0)si sirul (a, )
1 ¢ fx N -
cu a, = —'[de. Stiind ca lim f(x)=1, calculati lima, .
hl n 1 X X n—o

Detalii rezolvare Barem
asociat

Din lema lui Stolz-Cesaro, este suficient sa calculam

. 1 n+l X
L =1lim f( ) dx 3p

len(n+1)—lnn X

n




Fie £>0si5, >1astfel incat 1—§<f(x)<1+§, pentru orice x €(dJ,,%).Fie

n>¢,.Cum (1_£J1<M<(1+§jl pentru orice x €[n,n+1],

2)x X X 15p
prin integrare de lan la n+1 obtinem
c n+1f(x) c
(I—EJ(ln(n+1)—lnn)S !de§(1+5](ln(n+l)—lnn)
n+l
Cum 1-e<1-£< : () g1 E<tre,
2 In(n+l)-lnn; x 2 4,5p

pentru orice n>[8,]+1, rezulta ca L=1, deci lima, =1.

n—0




